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ÉTUDE 



LA STABILITÉ DES VOUTES. 



PRÉLIMINAIRES. 

Objet de l'étude.— 'Problème a résoudre. — Définitions. — Hypothèses. 

1. Objet du mémoire. -^ Depuis longtemps les géomètres 
se sont occupés de la question de la stabilité des voûtes. 
Des formules empiriques, des méthodes graphiques, des 
méthodes de calcul ont été données par divers auteurs , pour 
la solution de cette question (*) . 



(*) Voir YEûcamen historique et critique des principales théories 
concernant Véquilibre destoûtes ; par M. Poncelet (Bachelier, i852), 
ouvrage écrit à Toccasion de ce mémoire et aussi remarquable par 
rélévation des idées scientifiques que par la profondeur de l'érudi- 
tion qu'il a dû exiger. 
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4 MÉMOIRES ET DOCUMENTS. 

L'application des procédés graphiques ou de calcul est 
si longue que, le plus souvent, les constructeurs évitent 
de s'en servir. Ils se contentent de formules empiriques 
faisant connaître un petit nombre des éléments de la ques- 
tion et ne donnant jamais le plus important d'entre eux : 
la pression maximum par unité de surface , exercée sur les 
matériaux employés dans la construction. 

L'étude que nous soumettons au jugement des lecteurs 
des Annales a pour objet la détermination des formules 
générales qui résolvent le problème de la stabilité des 
voûtes , l'application de ces formules aux voûtes habituel- 
lement employées dans la pratique, et la construction de 
tables donnant, pour chacune d'elles, les éléments qu'il 
est utile de connaître. 

2. Problème à résoudre. — Nous nous sommes proposé 
de résoudre le problème suivant : 

Étant donnés : 

L'équation de l'intrados d'une voûte cylindrique ; 

Le poids du mètre cube de la pierre à employer; 

La pression par centimètre quarré sous laquelle cette 
pierre s'écrase; 

te coefficient du frottement de la pierre sur le lit du 
mortier; 

^Déterminer l' extrados curviligne de manière à restreindre, 
autant que possible, le cube de la pierre employée, sous 
la condition qu'aucun glissement n'ait lieu et qu'en aucune 
des arêtes des plans de joint la pression n'excède le dixième 
de celle qui produit l'écrasement. 

5. Définitions. — Hypothèses. — Imaginons une section 
de la voûte faite par un plan normal aux génératrices du 
berceau : il suffira d'établir les conditions de stabilité du 
système de forces situé dans ce {dan, sans s'inquiéter des 
dimensions perpendiculaires, qu'on peut toujours supposer 
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PONTS. — STABIUTÉ DES VOUTElS. 5 

réduites à l'unité et symétriquement placées à droite et à 
gauche de ce plan. 

Nous admettrons que les mortiers ont fait prise assez 
fortement pour que leur densité soit identifiée à celle de la 
pierre dont ils forment les joints et que leur adhérence 
détermine la valeur du coefficient du frottement sur les 
plans de joint. 

Considérons , sur cette section , la trace de Tun des plans 
de joint : les voussoirs situés au-dessus exercent sur la 
surface de ce plan des pressions dont la résultante coupe le 
joint en un certain point M. Le lieu de tous ces points M est 
la courbe des pressions , courbe directrice du cylindre des 
pressions, dont les arêtes sont parallèles à celles du ber- 
ceau. 

La solution du problème se trouvera dans l'étude des pro- 
priétés de cette coiirbe. Nous avons divisé cette étude en 
six chapitres. Il a paru utile d'indiquer, dans un exposé 
succinct, les résultats obtenus dans chacun d'eux pour en 
faciliter la lecture. 

Dan* le chapitre I" : 

. Après avoir décomposé la voûte en éléments par des plans 
verticaux parallèles à l'axe du cylindre , nous avons établi 
les équations d'équilibre des forces élémentaires. 

Ces équations font connaître directement ou par une dé- 
duction facile : 

L'existence d'ime infinité de voûtes stables pour un 
intrados donné ; 

La constance de la composante horizontale des pressions ; 

Deux limites , Tune inférieure , l'autre supérieure , entre 
lesquelles cette composante est comprise. 

Nous avons , ensuite , défmi le joint de rupture et dé- 
montré quelques propriétés intéressantes de ce joint. 

Nous avons fait voir que la courbe des pressions est, au 
moins , du second degré , et nous avons t rouvé , par l'inté- 
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6 MÉMOIRES EX OOGUMEOTS. 

gration , l'équation générale de cette courbe dans laquelle 
il entre deux constantes déterminées ; la poussée à la clef 
et l'ordonnée à l'origine. 

Si Ton suppose les voûtes surmontées de tympans en ma- 
çonnerie, limités à un plan horizontal, la courbe des presr 
sions devient indépendante de l'extrados de la voûte 
proprement dite , en restant toujours dans les hypothèses 
primitives sur la division en tranches verticales. Il existe 
alors une forme d'extrados qui jouit de la propriété remsu'-^ 
quaUe de fournir, construite seule et sans tympans , une 
courbe des pressions identiques à la précédente. Cette 
courbe d'extrados est du même degré que la courbe d'in- 
trados ; il y a une relation simple du premier degré entre 
leurs ordonnées , pour une même abscisse. 

Bans le chapUre II : 

Après avoir rappelé les hypothèses admises par les con- 
structeurs pour la répartition des pressions sur les faces 
rectangulaires , nous avons établi les équations de condition, 
au nombre de sept, que déterminent les constantes du 
problème posé aun" 2. Nous avons, de plus, établi ces 
équations pour le cas, où, cessant de s'imposa la condi- 
tion du minimum des matériaux de la voûte proprement 
dite ( ce qui est presque indiflférent quand elle est sur- 
montée de tympans en maçonnerie) , on voudrait se 
rapprocher des formes habituellement adoptées et tenir 
compte des résultats des expériences de Rondelet, Prony, 
Gauthey, Boistard, Salembini et Robison, et de ceux dé- 
duits de la méthode de Coulomb développés dans les 
mémoires de MM. Audoy, Garidd, Petit, Poncelet et 
Michon. 

Ainsi , les deux premiers chapitres renferment la solution 
générale analytiqite de la question et les modifications que 
doivent subir les équations de condition pour se rapprocher 
de la pratique. 
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PONTS. — STABILITÉ DES VOUTES. 7 

Dans le chapitré III : 

Les formules établies déterminent :'. . 

Les dimensions des supports sur lesquels viennent reposer 
deux voûtes symétriques ; 

La forme et les dimensions de ces supports quand on 
s'impose la condition ^ réalité des pressions dans toute 
la hauteur ; 

Les dimensions des culées ou des supports sur lesquels 
viennent buter les voûtes ; 

Celles des supports isolés qui reçoivent l'effort de deoi: 
voûtes de différentes grandeurs* 

Dans le chapitre IV : . 

Nous faisons l'application analytique des formules géné- 
rales aux différentes voûtes habituellement construites dans 
les ponts et chaussées et dont les intrados sont en plein 
cintre, en arc de cercle, en ellipse , en anse de panier ou en 
ogive. Nous montrons , ensuite, comment on peut étradre 
les résultats obtenus pour les berceaux cylindriques aux 
formes particulières employées en architecture. 

Dans le chapitre V : 

Nous nous sommes attaché à passer de la théorie à la 
pratique^ de l'analyse au chiffre* Nous avons expliqué la 
méthode de réduction numérique de nos formules et donné 
les types de tous les calculs à effectuer. Nous avons fait 
voir comment ces calculs doivent être conduits dans le cas 
où on cherche le minimum des matériaux , conune dans 
celui où on s'attache aux formes accoutumées de la pra- 
tique. Nous avons principalement insisté sur ce dernier. 

Comme notre but est, avant tout, d'être utile et de 
fournir aux tîonstructeurs un moyen prompt et facile de 
déterminer une voûte stable, en connaissant le maximum 
de pression que supporte la pierre, nous avons dressé, pour 
tous les rayons de i à 4o mètres , et pour toutes les épais- 
seurs de maçonnerie, de i à 12 mètres au-dessus de l'in- 
trados de la clef, une table des éléments importants de la 
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constraction des voûtes en plein cintre. Nous expliquons la 
méthode qui a servi à la construire et nous montrons com- 
ment cette table est très-facilement applicable à toutes les 
formes d'intrados. 

Dans le chapUre VI : 

Après avoir indiqué les dispositions â:es tables, nous 
montrons leur usage pratique , possible et facile pour les 
personnes pouvant satisfaire aux examens des candidats qui 
aspirent à faire partie du corps des conducteurs des ponts 
et chaussées. Nous en faisons enfin l'application à sept 
exemples choisis dans les travaux que nous avons projetés 
et qui sont en cours d'exécution dans la section du chemin 
de fer du Centre , comprise entre Ghâteauroux et la Sou- 
terraine. 

Nous terminerons ce résumé par le tableau des notations 
employées dans ce mémoire , en prenant pour axe des coor- 
données l'axe vertical de symétrie et l'horizontale passant 
par les naissances de la voûte. 

Chap. !•'. ï), ordonnée courante de l'extrados de la voûte propre- 
ment dite et de la culée en nommant ainsi la ligne qui la limite 
extérieurement: 

Y, ordonnée courante de la courbe des pressions ; 

y 9 ordonnée courante de la courbe dMntrados ; 

p , densité de la pierre , poids du mètre cube ; 

p, pression en un point quelconque de la courbe des pressions; 

S , arc de cette courbe ; 

P., composante horizontale de la pression p, poussée à la clef des 
voûtes symétriques; 

^9 'f.» y«9 valeurs à Torigine de v) , Y , y ; 

T.— Y= p- F (oî) , équatiœi de la courbe des pressions ; 

y = f{x) , équation de Tintrados ; 
y^ = (f{x)y équation de Textrados ; 
H, hauteur de Thorizontale qui limite la surcharge au-dessus de» 

naissances; 
Po» poussée à la clef de la voûte sans surcharge ; 

K, coefficient numérique» i — ^^—^ 
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PONTS. — STABILITÉ DES VOUTES. 9 

Cbap. II. Vm^opm^ Y«9 X», coordonnées des points de la courbe 

d'intrados et de la courbe des pressions situés sur le joint de 

rupture normal à rintrados; 
y m » Y m • dérivées dé y» , Ym ; 
Fy limite des charges permanentes , dixième de celle qui produit 

récrasement ; 
ff coefl9cientdu frottement de la pierre sur elle-même ou sur le 

lit de mortier ; 
<«>, angle du joint normal à Tintrâdos et de la tangente à la courbe 

des pressions, 
Ghap. m. /, largeur en tète'd'une pile ; 
/', largeur à la base ; 

P, somme des pressions verticales transmises par les voûtes ; 
H, , hauteur de la pile ; . 

z^ hauteur d*un point quelconque pris sur son axe; 
tt , demi-largeur de la pile en ce point ; 

Y^, ordonnée courante de la courbe des pressions dans la culée ; 
n , indice des naissances de la voûte , affecté à toutes les quantités 

qui s'y rapportent ; 
H,, hauteur du sol des fondations au-dessous du plan horizontal 

passant à H*^ au-dessus des naissances ; 
M4, point où la courbe des pressions dans la culée rencontre le 

sol des fondations ; 
8, distance entre ce point et celui qui limite extérieurement la 

base de la culée. 
Chap, IV. r, rayon de l'intrados en plein cintre ; » 

a , angle du joint normal avec la verticale ; 
ic , rapport de la circonférence au diamètre ; 
hj hauteur des naissances de la voûte en arc de cercle, au- 
dessus du centre de l'arc ; 
a, fr , demi-axes de l'intrados en ellipse ; 
fli, distance de l'axe de l'ogive au centre du cercle. 



CHAPITRE PREMIER. 

Formules générales. — Théorèmes qui s'en déduisent. . 

4. Notations. Évaluation des forces élémentaires. — Soit 
fig. 2, PL 56 , mo(AoH^n»in la section plane de la voûte. 



Digiti 



izedby Google 



10 MÉMOIRES ET DOCUMENTS. 

Décomposons cette section en éléments par des droites 
parallèles à Taxe des y. 

Désignons par tj , Y, y les ordonnées , correspondant à 
ime même abscisse a;, des trois courbes d'extrados de pres- 
sion et d'intrados. 

L'élément m [A [a' m' est sollicité par trois forces : 

Son poids : p{'^ — y)dx; — p désignant la densité de 

la pierre. 
La. pression exercée au point M, que nous désignerons 

paf p; elleest tangente à la courbe des pressions (*) ; ses com- 

, . , . , dx dY 

posantes horizontale et verticale sont p -r^ , p -^, en appe- 

lant dS l'élément de l'arc de cette courbe ; 

La pression en sens contraire exercée en M', dirigée sui- 
vant une autre tangente à la même courbe et dont les com- 
posantes sont : 

dx ^ ^ dx dY ^ ^ dY 

En combinant ces deux dernières forces, elles se rédui- 
sent à leur différence , dont les composantes ont pour va- 
leur : 

^ dx ^ dY 



('*') La pression en un point M est la résultante des forces agissant 
au-dessus de ce point ; en général , sa direction ne se confond pas 
avec la tangente à la courbe des pressions quand on décompose la 
voûte en éléments par des droites quelconques. Cela arrive, au 
contraire , toutes les fois que les abscisses du centre de gravité de 
rélément et du point considéré de la courbe des pressions se con- 
fondent, ce qui a lieu quand on suppose, comme nous le faisons, 
les joints verticaux. Cette hypothèse modifie légèrement les valeurs 
réelles des pressions, mais elle les modifie en les augmentant, c^est- 
à-dire que les pressions réelles sont un peu inférieures aux pres- 
sions calculées , circonstance favorable à la stabilité. 
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5. Équations d'équilibre, — Les trois équations d'équi- 
libre de ce système de forces sont : 

(.) -.(pD-o. 

(//y\ 

(5) Yd(pg) + :r[(i(pg) + p(.,-î/)da:] = o. 

La dernière a été obtenue en prenant les moments par 
rapport à Vorigine, Comme elle est satisfaite d'elle-même, 
il ne reste que deux équations entre les trois fonctions in- 
connues p, TQ, Y. Ce qui montre que pour un intrados 
donné , il y a une infinité de voûtes stables. 

6. Intégration des équations d'équilibre — La composante 
horizontale des pressions est constante, — L'intégration de 
la première équation donne : 

dûd 

(4) P ^ = P.; 

d'où on conclut que la composante horizontale de la pres- 
sion est constante. 

Si la courbe d'intrados est symétrique , par rapport à 
l'axe des y , les pressions sur œt axe sont égales et directe- 
ment opposées, et par suite horizontales. 

Cette pression est habituellement nommée poussée à la 
Clef. 

Si la courbe d'intrados n'est pas symétrique , s'il s'agit , 
par exemple , d'un arc-boutant , la poussée n'est horizon- 
tale en aucun point, mais on connaît la grandeur et la di- 
rection de cette force à l'origine. 

Pour simplifier, nous supposerons , dans tout ce qui va 
suivre , que la poussée à l'origine est horizontale. 

7. La composante verticale est égale au poids. — En sub- 
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stituant à p sa valeur P, -r- dans l'équation (2), on trouve : 
dY 

et en intégrant , à partir de o , il vient : 
dY f« 

Donc, la composante verticale de la pression en un point 
est égale au poids de la portion de voûte située entre l'ori- 
gine et le plan de joint considéré. 

8. Le moment de la poussée est égal au moment du poids. 
— Intégrons encore l'équation (6) , nous obtiendrons , en 
désignant par Y, , la valeur de l'ordonnée à l'origine de la 
courbe des pressions : 

(7) Pc (Yo - Y) = C' dx C*. p(Ti «y) dx. 

Jo Jo 

Le second membre peut se mettre sous une autre forme , 
en intégrant par parties , on a : 



(8) 



Pp(Yo — Y) = a: \ p{r\'-y)dx—\' p{ii^y)xdx. 



et on voit alors que le moment de la poussée horizontale , 
par rapport à un point quelconque de la courbe des pres- 
sions , est égal au moment du poids de la portion de voûte 
située au-dessus , par rapport à ce point , ou , ce qui revient 
au même , par rapport au point de l'intrados situé sur la 
même verticale. 

9. Limites de la valeur de la pomsée. — On a évidem- 
ment : 

Po(Yo-y) > Pa(Yo-.Y) OU > [[p{-n-y)dx' 
P.(Y.~Ti) < Po(Yo~ Y) ou < g p (Ti-y)dj?'; 
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donc : 



p.> 



p.< 



Y.-1 * 



Ces deux inégalités auxquelles nous sommes naturelle* 
ment conduit par la marche analytique , et qui ont été éta- 
blies pour la première fois par Coulomb , à l'aide de consi- 
dérations synthétiques , peuvent s'exprimer ainsi : 

La valeur de la poussée à la clef doit être supérieure au 
maximum du rapport du moment des forces extérieures 
(pris relativement à un point quelconque de l'intrados) à 
la différence des ordonnées du point d'application de la 
poussée et du centre des moments ; 

Et inférieure au minimum du rapport du moment des 
forces extérieures (pris relativement à un point quelconque 
de l'extrados) à la différence des ordonnées du point d'ap- 
plication de la poussée et du centre des moments. 

10. Définition du joint de rupture. — Si Po tend à devenir 



;^^ , la( 



égal au maximum du rapport ^^—rrr » la courbe des 

pressions se rapproche en ce point de l'intrados. Le joint 
s'ouvre à l'extérieur, se resserre à l'intérieur^ où la pierre 
tend à s'épauffrer. 

Ce joint est donc un joint de rupture de la voûte. 

On le détermine en égalant à o la dérivée du rapport : 
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d'où Ton déduit , en développant les calculs : 

\dx\piyï — y)dx \ p (■») — y) <ir 

dx 

Propriétés des tangentes. — Appelons P le poids de la 
portion de la voûte située au-dessus du joint de rupture , 
g la distance du centre de gravité de cette portion à la ver- 
ticale passant par le point de rupture à l'intrados. La re- 
lation précédente peut s'écrire : 



ou 

(9) 



Équation qui démontre ce théorème de MM. Lamé et Cla- 
peyron. 

La tangente au point de rupture à Pintrados et la verticale 
passant par le centre de gravité de la portion de voûte sUuée 
ai^essus de ce point se rencontrent sur la tangente à Vori" 
gine de la courbe des pressions. 

\\9{ri-y)dx' P(Y-Y) 

Le rapport *^ peut s'écrire -^-2 L , et la 

* o y » — y 



p. 

Yo- 


9 

-y 


p 

- dy 


9 
Y.- 


^ 


1 
dx' 



condition du maximum développée donne l'équation : 

(10) 



dY 

dx ^ Y„ — Y 

dy Y. - y ' 

dx 
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dont rinterprétatiôn géométrique conduit au théorème nou- 
veau suivant : 

Les tangentes aux points des courbes d'intrados et de pres- 
sion , placés sur la verticale passant par. le point de rupture , 
se rencontrent sur la tangente à f origine de la courbe des 
pressions. 

Il résulte des propositions précédentes que cet^e tangente à 
Vorigine , la verticale passant par le centre de gravité , et les 
deux tangentes aux points placés sur la verticale de rupture, 
sont quatre lignes se rencontrant en un même point. 

II. La courbe des pressions est au moins du second degré. 
— Reprenons l'équation différentielle : 

d'Y 

(5) p +p(T,_î^) = o; 

dx 

elle renferme deux inconnues : tj, Y, 

Si Ton se donne arbitrairement Tune d'elles , on obtient 
l'autre ou immédiatement ou par deux quadratures. 

Au point de vue analytique, il convient de se donner Y. 
C'est le contraire qui a lieu dans la pratique. 

Prenons donc : 

Y = Y,-|-F(x). 

On devra avoir pour x = o : 

F (o) = o 
r (o) = o 

F'(o) = T)o-y.. 

En désignant par yjo , y» les valeurs de t) , y pour x = o. 

La dérivée seconde de F{x) ayant une valeur déterminée 
pour 0? = o , cette fonction est au moins du second degré , 
si elle n'est transcendante. 

On trouvera facilement : 



Digiti 



izedby Google 



]6 MbiOIBES ET DOCUMENTS. 

En prenant F"{a:) s= constante = 7^ — y, , la courbe des 
pressions devient une parabole et l'épaisseur de l'arc mesuré 
suivant la verticale est constante. 

Si f on se donne t^ = <p (a?) et y = f{x) , on aura , après 
avoir intégré deux fois l'équation (5) : 

P.(Yo - Y) = p JJ [^(x) - f{x)] di*. 

On pourrait encore établir une relation arbitraire entre Y 
et 7) , de manière à rendre intégrable l'équation (S). 
Ainsi on peut poser : 

Po "^ ^ 






L'équation différentielle devient : 

(f Y . ., .dY . _ /dY\* 



d^Y , ^, , dY , ,^, /dY\* 



Cette équation peut s'intégrer, en supposant d'abord 
ç(Y) = 0, on trouve : 

rfY _ -iifx)dx 

dx "" 

• Déterminant la valeur de C par la condition que l'équa- 
tion différentielle soit satisfaite en supposant G une fonction 
de Y, on trouve : 

Substituant la valeur de G et intégrant de nouveau , on 
trouve enfin : 

\e dY = A,le dx + K. 

12. La courbe des pressions est indépendante de Vextru- 
dos^ quand la votUe est surrmntée de tympans en maçonnerie. 
— La plupart des voûtes , construites dans les travaux pu- 
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blics, supportent, au-dessus de l'extrados curviligne, une 
charge ou un remblai terminé à un plan horizontal. 

Désignons par H la hauteur, au-dessus des naissances , 
de rhorizontale qui limite la surcharge ou les tympans ; 
appelons p' le poids du mètre cube des matériaux placés au- 
dessus de l'extrados. 

On trouvera pour l'équation de la courbe des pressions, 
en faisant passer l'axe des x par les naissances : 

(11) p.(Y.-.y)= [' dx[' [p{-n-y)dx+p\n^\(dx]. 

Jo Jo 

Si la densité de la surcharge peut être assimilée à cellec 
des matériaux formant la voûte (ce qui a lieu généralemen 
quand les tympans sont en moellons) , on a p'= p, et l'é- 
quation se réduit à : 

M P.(Yo-y) = pJJ(H-y)di'. 

Dans ce cas , on le voit , la courbe des pressions est in- 
dépendante de la courbe d'extrados piroprement dite. 

i3. Détermination de l'extrados^ qui donne une courbe de 
pressions identique à celle qu'on obtient avec la surcharge en 
maçonnerie. — Cette dernière courbe étant arbitraire , on 
peut se proposer de la déterminer de manière que, con- 
struite seule et sans surcharge, elle donne une courbe 
des pressions identique à celle obtenue avec la surcharge H. 

Nous verrons plus loin l'utilité pratique de cette re- 
cherche. 

En désignant par t) l'ordonnée de l'extrados , et par P', 
la poussée à la clef de la voûte sans surcharge, on a, pour la 
courbe des pressions : 



(i3) 



P'o(Y.-y) = pJJ(T)-y)(te'- 
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Efi iâfiotifiant les deux valeurs de Yo — Y tirées des équa- 
tions (i 3) et (iS) , on obtient : 

D'où il résulte que la courbe d'extrados esi de même degré 
que la courbe dHntrados. 
Cette équation devant être vraie à Torigine» on a aussi : 

^'^^ V. P. 

d'où l'on déduit le rapport ç-'-: 

En divisant membre à membre les équations ( 1 4) et ( 1 5) , 
on obtient : 

JlUlL = ILzJf. 

T)« — yo H — j/t,' 
d'où l'on tire : 

En posant : 

on a enfin : 

(18) ^•-n = K(y,-y). 

Si y est l'ordonnée d'un cercle de rayon r ou d'une eltipse 
dont les demi-^es sont a, h — n e$t l'ordonnée d'une el- 
lipse dont les demi-axes sont» dans le premier cas» r et 
Kr ; dans le second , a et Kfr. 
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' CHAPITRE IL 

ÉQUATIONS DE G0ND1T101I8. — DlÊTAlIlNATION DES CONSTANTES. 

i4* Formules relatives à Ui'répartitian des pressions. — 
RèsuUats pratiques sur ks points d'application des poussées à 
la clef. — Nous allons chercher à détermmer les constantes 
qui entrent dans les équations générales du problème* 

Rappelons d'abord que si une pression P s'exerce sur une 
section plane rectangulaire AB dont l'aire est û et la lar- 
geur / , la pression p\ par unité de surface sur l'arête A , 
placée à une distance a du point d'application de la force « 
est donnée par la formule : 

, . 'ii-') 

»' = - . ^— = -. 

^ a l 

3 

On déduit de cette équation les conséquences suivantes : 

I sP 

La pression en A pour a = 7 est — , double de la pres- 
sion moyenne; 

La pression en B est nulle pour cette valeur de a , car 
elle a* pour expression : 



(f-) 



5 

En appelant P* la valeur de la charge permanente qu'on 
veut faire supporter aux maçonneries (dans la juratique, 
P' est le dixième de la charge qui produit Fécrasement) , 
on trouvera , pour la distance a de l'arête la plus chargée 
au point d'application de la force : .^ 

l 4P— P'û 
^==5 • aP • 
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Si l'une des dimensions du rectangle est i", û=r I , et 
on' a : 

i 4P-. F/ 
3 aP 

Rappelons encore que , dans les voûtes ordinaires sur- 
bûssées ou en plein cintre , les pressions à la clef sont voi- 
sines de l'extrados , et les pressions sur le joint de rupture 
voisines de l'intrados. 

C'est le contraire qui a lieu dans les voûtes en ogive« 

Les formules générales permettraient d'établir des voûtes 
telles que la pression fût au milieu de la clef et du joint de 
rupture. 

Nous examinerons ce que deviennent les équations de 
condition dans ces différents cas. 

i5. Établissement des équations de condition , i* Dans U 
ceu où la poussée à la clef se rapproche de Vexlrados. — Ad- 
mettons pour un instant que l'on connaisse i) et y en fonc- 
tion de Xi et écrivons : 

Yo-Y= |. JJ (^-»)dx' = |- F{x). 

Appelons y«» , a?« ♦ Y^ ♦ X^ les coordonnées de l'intrados 
et de la courbe des pressions sur le joint de rupture tnM 
normal à l'intrados ; y'« , Y'« les dérivées de y^ , Y^. 

Nous aurons dans le triangle mMP , /ig. i , PL 36 : 

(I) X«— a:« = — yWYm — ym). 

Soient Pm la pression en M « F la limite des charges per- 
manentes. 

Déterminons nM par la condition que cette longueur soit 
le tiers du joint et que la pression en m soit P dans le cas 
où P«, serait normale au joint , nous aurons : 

p, _ aP« _ 2Pm^ 
. û "" 3mM^ 
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équation qu'on peut écrire : 

Cette condition réduit le volume de la pierre à employer 
au minimum relatif dépendant de la nature des matériaux et 
de la limite des charges qu'on veut leur faire supporter en 
conservant les formes ordinaires des voûtes. 

Le minimum absolu n'est obtenu qu'en s'éloignant un peu 
de ces formes , et en faisant passer les pressions par les 
milieux des joints, comme nous le verrons dans un instant. 

Du triangle MPoP» on déduit , en observant que la pres- 
sion J?^ est tangente à la courbe au point M : 

(III) Po(i + Y'*«)« = P«. 

Déterminons le point d'application M, de la poussée P» 
par les conditions que mJHo soit les deux tiers de l'épaisseur 
à la clef 9 et que la pression sur l'arête de l'extrados soit P\ 
nous aurons l'équation : 

(IV) ; Y.~»,= |^:. 

Le joint de rupture mM est déterminé , dans l'hypothèse 
la plus générale relative à la direction de ce joint, où y 
n'appartient plus à la même verticale que Y, par la con- 
dition : 

qui, développée, devient: 
et qu'on peut écrire : 
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Jkïûn , on a : 

(VI) 

(VII) 




PF(X^) 



n est à remarquer que si Ton s'est donné à priori Tex- 
trados i) = «p (a;) , la pression P' n'est pas arbitraire i elle 
dépend de l'établissement de la voûte. 

Si , au contraire , on choisit P' en raison de la nature de» 
matériaux que Ton doit employer, tj. n'est plus arbitraire, 
sa valeur est déterminée par les équations de condition , au 
nombre de sept , qui font connaître les sept inconnues : 

( F 

Yo, Y«, Xm, ym, a?m» Po \ OU 

En multipliant membre à membre les équations I, II, III, 
IV et V, et faisant disparaître les facteurs communs, on ob- 
tient l'équation finale : 

qui , ordonnée par rapport à Y» — y« , devient , en élevant 
auquarré : 

4 »+ym Yo — ym 4 

et servira plus tard à la détermination des constantes* 

1 6. 2' En supposant que la courbe des pressions passe par le 
milieu des joints — Reprenons l'établissement des équations 
générales de condition , en supposant que la courbe des 



(F) 
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pressions passe par le milieu des joints à la clef et au joint 
de rupture. 

Les équations I, III, V resteront les mêmes ; les équations 
II et IV changeront seules , et on aura pour le système : 

Xm — Xm = — S«(Y» — Sm) , 
Pm —y^m « 

>P (»+y-.")i 

P.(i + Y«")i = Pm, 

[.+..-(.-^-)T=..+r.,' 

En faisant le produit membre à membre de toutes ces 
équations, on obtient pour équation finale : 

Elle ne diffère de l'équation finale du premier système 
que par le facteur numérique du second membre. Elle de- 
vient , en la développant : 



(F) 



(,._,.,. [._(y._,j..-^.j^.] + 



+ 2(Y«-y«).(Y,-yJ--^ 



i+ym" ' Yo — tfm 
-(Yo-!/or = o. 

17. y En êupposant la poustée à la clef vmine de Vin-^ 
traâos. — Ghercbons enfin les équations de condition dans 
l'hypothèse où la courbe des pressions se rapproche de l'in- 
trados à la clef et de l'extrados au joint de rupture. 
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On verra facilement que les équations I» III et V ne chan- 
gent pas , et que le système peut s'écrire : 

Xm — a?m = — y'm{Ym — Vm) 

a p. 
Y. — ». = g . -^ 

[■+»--(-T^)T-+'-"'*' 

et en multipliant membre à membre , on obtiendra : 

équation qui ne diffère des équations finales précédentes 
que par le facteur numérique du second membre, et qui de- 
vient , en la développant : 

-4(Yo-»or=o. 

En examinant les valeurs de Y^ — y« tirées des équa- 
tions (F), (F% (F"), on s'assure facilement que ces valeurs 
sont réelles : l'une, essentiellement négative , n'est pas ap- 
plicable à la question ; l'autre , positive , est la valeur ad- 
missible. 

i8. La normale à la courbé des pressions ^ au joint de rup- 
ture , fait avec Vhorizon un angle égal au tiers du quadrant , 
si on suppose égales les distances de cette courbe à Vintrados à 
la clef et au joint de rupture, — En rapprochant les équa- 



Digiti 



izedby Google 



PONTS. — STABILITÉ DES VOUTISS. 25 

lions II , III , lY, et ajoutant la condUion que la distance 
entre les courbes des pressions et d'intrados soit la mime à la 
clef et au joint de rupture , on trouvera : 

P.(i+Y«")« = P-., 

— ym 
d*où Ton déduit, en multipliant membre à membre : 

et 

Y'«» = V/3: 

Ce qui indique que la normale à la courbe des pressions 
fait alors avec Thorizon un angle égal au tiers du quadrant. 
Gela a lieu très-approximativement dans les voûtes en plein 
cintre construites dans la pratique. 

19. Choix des conditions en ayant égard aux résultats des 
expériences. — L'équation différentielle du second ordre (5) 
qui lie les trois variables Y, t), y reste la même, quelle que 
soit la forme de Tintrados. Il n'en est pas ainsi, comme nous 
venons de le voir, des équations de condition servant à dé- 
terminer les constantes suivant que Ton suppose le point 
d'application de la poussée à la clef voisin de l'extrados, au 
milieu de la clef , ou voisin de l'intrados. 

Le simple examen des formules générales que nous avons 
posées démontre qu'on peut construire des voûtes dans les- 
quelles la courbe des pressions et les joints de rupture oc- 
cupent telle position que Ton voudra ; msds poitr rester 
dans les formes le plus habituellement employées dans la 
pratique, on devra avoir égard dans le choix des équations de 
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condition aux résultats des expériences faites avec soin par 
M. Boistard , résultats que nous avons rappelés au com- 
mencement de ce chapitre. Si Ton veut , au contraire, né- 
gliger ces formes et avoir le minimum des matériaux de la 
voûte proprement dite , il faut se servir des conditions du 
nM6. 

L'équation finale (F) devra donc être adoptée pour les 
voûtes surbaissées ; pour les voûtes en ogive , c'est l'équa- 
tion (F") qu'on devra choisir. 

20. Condition pour quHl n'y ait aucun glissement. — 
Nous avons , dans ce qui précède , déterminé la courbe des 
pressions de manière à restreindre ^ auiant que possible^ le 
cube de la pierre employée, avec la condition qu'en aucune 
des arêtes des plans de joint la pression n'excède le dixième 
de celle qui produit l'écrasement. 

Il nous reste, pour satisfaire à toutes les exigences de la 
question , à montrer comment on devra empêcher les glis- 
sements d'avoir lieu. 

Soient , en un point M de la courbe des pressions : 
P, la pression, 

N , la composante normale au joint , 
Cl) , l'angle du joint et de la tangente à la courbe des pres- 
sions , 
/, le coefficient du frottement de la pierre sur son lit de 
mortier. 

La force tendant à opérer le glissement est N cotg ». 

La force opposée au glissement a pour expression /N. 

Par suite , pour que le glissement n'ait pas lieu , il suffira 
que l'on ait : 

/W >Ncotg(«>, 
ou 

^>cotgto. n 



{*) Nous avons déjà remarqué, à la note du n"* /i, que Tangle co 
n'est pas Tangle de la résultante des forces et du joint réel r mai» 
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Les équations que nous avons établies jusqu'ici permet- 
tent , comme on le verra plus bas , de tracer l'épure de 
la courbe des pressions. 11 suffira donc de faire les joints ou 
normaux à cette courbe » ou satisfedsant à la condition 
cotga></'. 

Dans- la pratique , on fsdt habituellement les joints nor- 
maux à l'intrados , et la condition se trouve satisfaite, ainsi 
qu'il est facile de le vérifier sur les diverses courbes que 
nous dcmnons à la fin de ce travail. 

CHAPITRE IIL 

Limites db l'application des formules générales. — Dimensions 
bbs piles et culées. 

2u lAmites des întégration$. — En établissant l'équation 
générale de la courbe des pressions : 

nous n'avons fixé que l'une des limites entre lesquelles de- 
vaient être faites les intégrations. 

Nous allons nous occuper de la limite supérieure. 

Considérons la partie de voûte située dans l'angle des 
coordonnées positives , la différence (?} — y) a une valeur 
réelle pour toutes les valeurs de x comprises entre l'origine 

il en diffère généralement assez peu pour qu'on puisse adopter 
Tun pour Tautre , surtout dans une relation d'inégalité dont le pre- 
mier terme n'est jamais déterminé d'une manière bien rigoureuse. 
Du reste , il serait très-facile de construire la direction de la résul- 
tante, il faudrait abaisser du point considéré M, une perpendicu- 
laire (T.— T) sur la tangeqte à l'origine de la courbe des pressions ; 
prendre à partir du pied P de cette perpendiculaire et vers l'ori-. 

, pp' Y Y 

gine une longueur PP , telle que l'on ait •=- = ' ; joindre le 

point P' au point M ; P'M représentera la pression en grandeur et 
en direction. 
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90M9M ' 

/^ b brg^wrca tèie #iiBe pîfe , 

H^, bk»t»d» ■Bcoooeries » 

^, le p^Mds ds aiètre cube de 1 

F^^ beonpMaate verticale de k] 

«P^ « P «era b pmsioB fonnie par les dm aidies blé- 

fsden Mfppotiées sjrmétriqiies. 

Le pMbMal, imifoniiénieiit réparti sur b tête de b 
pife ^ aura pour exprcssioD : 

p+pni„ 

et on devra aroir : 

en emridéraai Umjoors les dimeDsioi» porpoidiciilaures à 
b ieciian drmte camnie réduites à l'imité. 
Ofi déduit de cette équation , pour b largeur en tète : 

(i) /= " 



P'-pH; 



95* Largeur à la hou. — Le fruit à donner à la pile se 
détermine en cafcubnt la brgeur f de la base. 

La charge totale sur la base est , en désignant par H, la 
hauteur de b pile : 

p + pffl.+ pi±lH.. 

1 
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On doit avoir : 

' -P>- '^ 

d'où l'on déduit : 



P + p/(H. + ïï-j /F + pïï-') 



(a) r = ^-i— 1. = / , ^ 

a \ a ' 

24* FoTV^t ix^nnani Vêgalité de pression à toute hauteur. 
— Proposons-nous de déterminer la forme de la pile par la 
condition que la pression reste la même en tous les points 
de la hauteur. 

Appelons : 
z , la hauteur d'un point quelconque au-dessous des tètes , 
u , la moitié âe la largeur de la pile en ce point , 
p , la pression par unité de surface , 
/ , la largeur en tête , 
p , le poids du mètre cube. 

, Considérons deux sections horizontales infiniment rap- 
prochées; la largeur^ de Tune est 2ti, celle de l'autre 
2U + 2dw. \ 

La pression sur cette dernière est p(ati+ adw). 

On pbtient une autre expression de cette pression en ob- 
servant qu'elle est la pression sur la i" section 2pti aug- 
mentée du poids de l'élément compris entre les deux plans 
voisins p x 2m x dz. 

En égalant ces deux valeurs, on obtient l'équation diffé- 
rentielle de la courbe de parement : 



En intégrant 



pdu =z pudz. 



P 
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et en remarquant que : 

/ 
u^^-^fj pour ^=o, 
a 

— ^' n. 

Cette forme permet de construire facQement une table 
des valeurs de u pour des valeurs de z croissant par inter- 
valles égaux , par exemple de la hauteur d'une assise, dans 

le cas où - = I . Cette table donne ensuite le moyen de dé- 
terminer u pour tous les cas en multipliant les valeurs de la 
table par la valeur particulière de {-. • 

En effet , en prenant les logarithmes dans le système des 
tables de l'équation : 





^ 




u = e'' , 


on déduit : 






Logu=JS. -Loge, 


ou en posant : 






A= - Loge, 
P 



par suite 



Logu = Âz; 

ALogu= A . A«, 

et une série d'additions successives font ccmnattre les va- 
leurs de Log 11 pour toutes les valeurs de z. 

n Nous ignorions que cette question avait déjà été traitée par 
M. Poncelet (Introduction à la mécanique industrielle) ; les déve- 
loppements qui suivent sont nouveaux. 
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La mesure de la section verticale de la pile a une expres- 
sion très-sirapla 
On a : 

P. 






l fi p 
udz 



fi' . _l p P_ l p 



3 p 2 p 

OU simplement : 

35. Courbe des pressions dans les culées, ~ Cherchons main- 
tenant l'équation de la courbe des pressions dans les culées. 

linons pour nouveaux axes la verticale passant par les 
naissances et Thorizontale passant par le sol des fondations 
de la culée. 

Appelons t) Tordonnée de l'extrados de la culée, en 
nommant ainsi la ligne qui la limite extérieurement, Y, l'or- 
donnée de la courbe des pressions. 

Les équations d'équilibre d'un élément m\^\»-*m' seront : 



. (p. 



-|- p ijcte = o. 



«^t^ 



rfS/ 

En intégrant la première , on trouve : 
dx _ 

la composante horizontale de la pression reste toujours la 
même. 
L'intégration de la seconde équation donne , après avoir 

substitué à p sa valeur Po . v- • 

dx 



Digiti 



izedby Google 



ati MÉIfOIRES ET J^OGUUENTS. 

— 1 la valeur de -j-^ au point où la 

courbe des pressions coupe la verticale passant par les nais- 
sances. 

En ce point , la portion de la courbe des pressions com- 
prise entre le centre et les naissances a sa tangente com- 
mune avec la portion comprise dans la culée. 

En intégrant de nouveau et désignant par Y^ Tordonnée, 
par rapport aux nouveaux axes, du point commun aux deux 
courbes , on trouve : 

Sî H, désigne la hauteur du sol des fondations au-des- 
sous du plan limite placé à H mètres au-dessus des nsds- 
sauces , on a : 

Supposons que la surcharge , de densité p', s'élève au- 
dessus des culées , on aura pour les équations du problème : 

Enfin 9 si l'on admet que p' ^^^ p * les équations devien- 
nent : 

(4) P.[v-Y,+ (g)^-]=pH,f 

La dernière est l'équation d'une parabole. 

On peut encore se proposer, comme pour la première 
portion de la courbe des pressions, de déterminer l'extrados 
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des culées de manière que la seconde partie de cette courbe 
soit identique à celle obtenue avec la surcharge H au-dessus 
des naissances. 
Les équations de l'un et de l'autre cas sont : 

En identifiant les valeurs des ordonnées , on trouve : 

J!L = 5i 
P' P ' 

p 

Le rapport p* est déterminé par Féquation (i5), n** i3, 

chapitre I*'. 

^o — yo __ H~yo 
P' — p • 

On déduit de là : 

« — îiZjt n 
H — y„ ' 

L'extrados est donc une ligne droite horizontale dont la 

position dépend de la valeur du rapport | |__ . 

26. Détermination de la largeur totale de la base. — Le 
point M, où la courbe des pressions rencontre le sol des 
fondations de la culée se détermine en faisant Y^c=r o dans 
l'équation (4) qui devient , en l'ordonnant par rapport à x : 

On peut aussi l'écrire : 



'=?[^^- 
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Sous cette forme » on reconnaît facilement que ^ quelle 

que soit la voûte et la hauteur des pieds-droits , on a tou- 

sP 
jours : a; < — . 

P 

— 1 est négatif, Y^ est plus petit que H,, 

donc , la valeur de la parenthèse est toujours plus petite 
que Tunité. 

sP 

La valeur limite x* = — - correspond à une hauteur in- 
finie des pieds-droits» 

La distance M,M' (/îg. i) du point M, au point le plus bas 
de l'extrados des culées est donnée par l'une ou l'autre des 
deux équations : 

(5) 8=3- p. 

déduites des formules rappelées au commencement du cha- 

— s j est la valeur numérique 

positive de la composante verticale de la pression au pointM^ 
La dernière équation , développée par rapport à 8 , de- 
vient : 

„■ , '•{^b"- . 4».p.(a)-p'»-. 

(7) «• + 3-^ p7 8 p! =o. 

(J'Y » 
-r-^l se déduit de l'équa- 

. tion (3) de ce chapitre , en y faisant x = x^ On trouve ; 



\dxj 



Digitized by 



Google 



TONTS. — STABILITÉ D83 VQVTES. ^ 

Si la pression au point M, qe âe rapprocbait pas^sen^le- 
ment de la verticale, on ne pourrait pas faire abstraction 4fl 
sa composante horizontale qui a aussi une influence destruc- 
tive. 

On en tiendrait compte en substituant, dans les équations 
précédentes, la valeur de la résultante à la valeur de la com- 
posante verticale, ou, ce qui revient au même, en chan- 
geant F en 



(' 



V'HSL 



27. Dimensions d'un support isolé sur lequel reposent 
deua? voûtes de dimensions différentes. — Il nous reste en- 
core à déterminer les dimensions d'un support isolé contre 
lequel viennent buter deux voûtes de forme et de dimen- 
sions différentes. 

Appelons : 
Po , la composante horizontale de la pression transmise par 

la première voûte, 
P„, la composante verticale de cette pression , 
Y^ , l'ordonnée du point d'application M^ , /îff. 4 » au-dessus 

du sol des fondations , 
Hs la hauteur totale entre le dessus de la surcharge et le 

sol. 

Po 1 

^'^ ) les m^es quantités dans la seconde voûte , 

H, ] 

e , l'épaisseur inconnue à donner au support isolé , 
YX , les coordonnées du point d'application de la résultante 
de toutes les forces, par rapport au point milieu de la 
base du support. Ce point est déterminé dès que l'on 
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a fixé enM^, m. les points d'application des pressions trans- 
mises par les voûtes. 

On trouvera sans difficulté , en prenant les moments re- 
lativement au milieu de la base : 

P.-Po 
X= * 



P*+P»+pH,c 



La distance du milieu de la base au point où la résultante 
coupe cette base est, 'fig. 4 ' 

X + pr: 

Et OR a : 

Pg — Po 



PR«Y 



P.+p.+pH,e' 
ou en mettant à la place de Y sa valeur : 

PR ^ P^^^—Poyon 



P«+P«+pH^ 



X + PK = . ^ 



P* + P»+fHi« 

Appelons S la distance comprise entre le point R et le 
point extérieur de la base, on a : 






OU : 



PoV— Poy«i»+(P.-P.)r 



Posons pour simplifier : 
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D = pH,. 

e A + Be . 
""a C+De 

D'un autre côté, l'équation (7) devient, quand on y rem- 
place Po (-j-^j par C + De, a?M pare — 5 : 

P'e*+6(C+De)S--4(C + De)e=ro. 
En y substituant à $ sa valeur en e , elle se réduit à : 
(9) (P'— D)e*— (C + 6B)c— 6A=o. 

Équation du second degré , dont une racine , toujours 
réelle et positive , donne l'épsdsseur cherchée. 

Il peut arriver que cette valeur ne soit pas acceptable. 

En effet , la valeur de S ne saurait être nulle. Elle aug- 
mente, comme il est facile de s'en assurer, avec la valeur 
de e. Si donc on fait S = o , on obtient une équation qui 
donne la limite inférieure de ces valeurs : 



d'où: 




C — aBy aA 
^D"j + "D'- 



Or il peut se faire que la valeur de e fournie par l'équa- 
tion (9) soit inférieure à cette limite , suivant que l'on 
adopte pour P' un nombre plus ou moins grand. 

Cette apparente contradiction vient de ce qu'en prenant 
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pour ^ la valeur donnée par l'équation (7) , on suppose im- 
plicitement que ^ est plus grand que r. 

Dans le cas , au contraire , où ^ est plus petit que ^ t on 
doit se servir de l'équation (5) , dans laquelle on fait ; 

8— g A + Be 
" 2 C-|-D« 

et on obtient, en développant les calculs : 

Cio) (5P — 4D)Dc* 4- (3CP'— 6BP' — 8CD]e — 6At»' - 4C' = o- 

d'où : 

_ 3(e — aB)P'— 8CD , 
^"' '~ a(3F-4D)D + 

_i_\ // 5(C— aB)F-8CD y 6AP' + 4C' 
"*■ V \ a(3P' — 4D) ■:> ) "•" (5P— 4D)D' 



En discutant cette équation , on voit que e = »> pour 
P' = ^ D ; e décroit rapidement à mesure que P* augmente, 
et n'atteint sa limite inférieure 



aD V V aD / "'" D 



que pour F = oo. 

Si l'on considère F et e comme l'abscisse et l'ordonnée 
d'une courbe , l'équation (10) est celle d'une courbe hyper- 
bolique du troisième degré , dont la branche , située dans 
l'angle des coordonnées positives est seule applicable à la 
question* 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATION DBS FORMULES GÉNÉRALES AUX TOUTES HABITUELLEMENT 
EMPLOYÉES DAMS LA PRATiaOt. 

28. Les formes d'intrados les plus usuelles sont : le plein 
cintre , l'arc de cercle , l'ellipse , les courbes discontinues à 
plusieurs centres appelées anses de panier ; enfin , l'ogive 
formée par la rencontre de deux arcs de cercle. 

Nous allons voir ce que deviennent , appliquées à chacun 
de ces cas , les formules générales des chapitres précédents. 

Nous supposerons , dans tout ce qui va suivre , la voûte 
surmontée de tympans ou chargée d'une maçonnerie s'éle- 
vant à une hauteur H au-dessus des naissances. 

L'équation générale de la courbe des pressions est : 



P,(Y,-Y) = pJJ(H-y)dx'. 



29. Intrados en plein cintre. — L'équation de l'intrados 
en plein cintre est : 

ou bien , en désignant par a l'angle de la normale avec la 
verticale passant par ie centre : 

y = rcosa. 

On a aussi : 

aî=:rsina, 

rfj? = rcosada. 

On obtient , en introduisant dans Téquation générale ces 
valeurs de y et de Ar et intégrant 5 

^ fdY\ J « sinacosa , H . \ 

-•(S).='^(-i+") 
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Ces équations, jointes aux conditions qui déterminent 
les constantes , permettent de calculer tous les él^ents de 
la voûte. 

Nous verrons plus bas la méthode de réduction numé- 
rique que nous avons employée. 

3o. Intrados en arc de cercle. — Désignons par : 
h y la hauteur des naissances au-dessus du centre de l'in- 
trados, 
H , la hauteur de la surcharge au-dessus des naissances , 
\ , l'angle compris entre la verticale et le rayon passant 
par les naissances. 

On vérifiera sans difficulté les équations suivantes : 

y s rcosa — h 
X = rBina 
dx = rcOBada 
^ dY * f 01 sinorcosa , H4-A . \ 

„ /dY\ ,/ a, 8in«,co»«, , H-f A . \ 

P.(Y.-Y)=pr'(-^-î^+«-^ + l + iL±*?!5:îy 

Les calculs numériques ne diffèrent pas de ceux du cas 
précédent. Il faut seulement avoir le soinde les arrêter &.la 
valeur a qui comprend l'arc de l'intrados. 

3i. Intrados en ellipse. — a et b étant les demi-axes de 
l'ellipse , on trouvera sans difficulté : 

y = 6 cosa 
x= asinoL 
dx = aco8ac(a. 
^ rfY . / a sinacosa . H . \ 



-'•(g)M-i+ï> 
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« /^ ^rx .r/ «sina cosa , cos'a i Hsin'a\ 
P,(Y.-Y) = p«-6(--^ _+_ + _+__| 

Les calculs numériques se ramènent au cas du cercle de 
rayon b , ainsi que nous le verrons plus bas. 

32. Intrados en anse de panier. — La courbe d'intrados 
étant discontinue et à plusieurs centres , la courbe des pres- 
sions est également discontinue , et son équation se divise 
en autant d'équations distinctes qu'il y a de portions de 
courbe à l'intrados. 

Soient f,{x), fXx), fi{x) les fonctions différentes qui 

donnent l'ordonnée y de l'intrados entre o et x\ ; ùa^ et a?, ;. 

05, et 0^3 On trouvera pour les équations des portions de 

la courbe des pressions correspondant aux mêmes limites : 

P,Oro-Y)=pr(i^J[H-A(^)l(io:, -P. (g ) ={*' [n^Ux)]dœ 



Comme les fonctions ^, , /", , /; sont toutes de la forme 
c -f- [f * — ( X — d)*] a , les calculs numériques se ramèneront 
à ceux des cas précédents. 

33. Intrados en ogive. — Appelons : 
a, , la distance de l'axe de l'ogive au centre du cercle , 
a , l'angle formé par la normale passant par le sommet dé 
l'ogive avec la verticale ; on trouvera : 

t/=rcosa 
,X=:r {sina — sina,) 
dx= rcosada. 

Substituant dans les équations générales , effectuant les 
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intégrations en observant que -p =0 pour a?=o ou a=a., 
à cause de la symétrie de la figure , on trouve : 

-'•(£).='K-i+"-H' 

^ ,^, ^T. ,/ asina cosa , cos'a , Hsin*a „, ,. ^, » , , . A 
PJY,^Y)=pr'^ ^ -+ -^+-_ ^F(«.)-r(a.)(dna-siDaJ j 

l?'(a,) = ' : ' + - sin a. 

' a a r 

„, , — «.sina, coàot, , co«'^. . H ûnX 

F(a,) = — r-+-ft — Hr~r^- 

a a o r a 

La forme de ces équations permet encore de ramener les 
calculs numériques à ceux des courbes précédentes. 

54. Les équations que nous avons trouvées font con- 
naître les formes et les dimensions assurant la stabilité 
de la section droite d'une voûte cylindrique quelconque. 

Les résultats obtenus peuvent s'étendre aux diverses 
formes de voûtes employées en architecture, par la mé- 
thode que nous allons indiquer. 

Cette méthode donne aux voûtes un léger excès de sta- 
bilité , ce qui n'est pas un grand inconvénient ; nous ne 
faisons qu'énoncer le fait sans le démontrer, nous propo- 
sant de revenir plus tard sur ce sujet et de donner les 
formules applicables à chaque espèce , ainsi que quelques 
recherches sur les mouvements des voûtes dus aux diffé- 
rentes forces extérieures. 

35. Des dômes. — Considérons la section droite dont 
on a construit l'intrados, l'extrados et la courbe des pres- 
sions jusqu'aux naissances. 

Imaginons que Ton fasse tourner la demi-section autour 
de son axe vertical. Elle dôtinë naissance à uiiè voûté en 
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dôme dans laquelle la surface des pressions est déterminée 
par la courbe génératrice des pressions. 

Les cercles de rupture du dôme, soit à l'inttados, soit 
à l'extrados, sont décrits par les points de rupture de la 
section plane , et si le dôme est soutenu par une tour pleine 
ayant les dimeosions suffisantes, ces lignes sont les seuls 
joints de rupture que Ton doive observer. 

Remplaçons maintenant la tour pl^ne par des supports 
isolés , voici ce qui se passe : • 

Entre deux supports la surface des pressions s^t sur 
la plate-bande ou sur la voûte qui les relie et qui leur 
transmet la totalité des pressions. 

La résultante des efforts exercés sur Tun ou Tautre se 
décompose en deux forces : l'une verticale, formant la 
charge, égale au poids de la maçonnerie comprise entre 
deux supports ; l'autre horizontale , dirigée dans le sens 
du rayon du cercle directeur de la surface des pressions 
et tendant à renverser en dehors la tête du pied- droit. 

Cette tendance au renversement produit une tendance 
à l'écartement des supports, et, par suite, détermine 
l'existence d'un joint de rupture, suivant le 'méridien qui 
rencontre le point du minimmn de résistance de la plate- 
bande ou de la voûte , c'est-à-dire , suivant le méridien 
placé à égale distance des deux supports. 

On trouvera sans difficulté , pour l'expression de la force 
horizontale de déversement : 

P^nn^. ■ / 

n 

R est le rayon du cercle d'application de la surface des 
pressions. 

Il le nombre des supports isolés. 

On devra avoir égard à cette force dans le calcul de 
l'établissement des supports. 

56. Des voûtes eoniquts ou trompes. — Supposons que 
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la section droite plus haut définie devienne la base d'une 
voûte conique, les génératrices menées du sommet du cône 
aux trois courbes directrices formeront les surfaces d'in- 
trados , d'extrados et des pressions. 

57. Des va&tes sur le noyau. — Imaginons que Ton fasse 
tourner la section droite entière autour de la verticale pas- 
sant par le point inférieur de l'extrados. Nous donnerons 
naissance à une voûte en tore creux appelée dans la pra- 
tique voûte sur le noynu , dont toutes les dimensions seront 
dessinées ainsi que le tore des pressions. 

38. Des descentes droites^ tournantes , des vis de Saint- 
Giles rondes et autres voûtes de la même nature. — Prenons 
pour directrice du pied de l'axe de figure de la section gé- 
nératrice une ligne droite, horizontale et perpendiculaire 
au plan de la section , nous obtiendrons le berceau cylin- 
drique droit. 

Si la directrice s'incline au-dessous de l'horizon tout en 
restant dans le plan vertical perpendiculaire à la section 
génératrice , la voûte est une descente droite. 

Que la directrice devienne une ligne courbe , inclinée , 
dont les éléments successifs forment avec la verticale des 
plans perpendiculaires aux positions successives de la sec- 
tion droite, la descente devient une descente tournante. 

Que cette ligne courbe soit une hélice choisie de telle 
sorte que les points inférieurs de l'extrados et de l'intrados 
restent pendant le mouvement constamment sur le même 
cylindre droit à base circulaire, la voûte est nommée vis 
de Saint-Giles ronde. 

On pourrait imaginer ainsi , en choisissant convenable- 
ment les directrices, un grand nombre de systèmes de 
voûtes ; tous leurs éléments sont déterminés par ceux de 
la section droite génératrice. 

39. Des voûtes biaises, — Imaginons que l'on coupe la 
voûte cylindrique établie sur la section droite par deux 
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plans de tête verticaux parallèles entre eux , et faisant un 
angle 6 avec Taxe du cylindre droit. 

On obtient par cette section les dimensions à donner au 
berceau cyUndrique biads ainsi que les courbes des pres- 
sions sur les têtes. 

Il est à remarquer néanmoins que les pressions n'étant 
pas dans les plans des têtes, il existe une force perpendi- 
culaire à chacun de ces plans , dirigée vers l'angle aigu 
de chaque culée et formant ainsi un couple tendant au 
renversement de la partie la moins solide de la construc- 
tion. 

Il faut , dans l'établissement des culées , tenir compte 
de cette force qui a pour expression Po cos 6. Elle peut 
varier suivant l'appareil, mais elle n'est pas supérieure à 
cette valeiur. 

On peut éviter de recourir à cette considération en rem- 
plaçant dans les biais trop prononcés les voûtes biaises par 
une série d'arcs droits plus ou moins rapprochés en ma- 
çonnerie , en bois, ou en fonte. 

Nous arrêterons là ces considérations; elles suffisent 
pour indiquer la marche que le constructeur doit suivre 
dans tous les cas. Nous allons, dans les chapitres suivants , 
passer aux applications numériques. 

CHAPITRE V. 

Méthode de réodction numérique. — Établissement des tables. 
^ — Notes et remarques. 

4o. Calcul des valeurs de la parenthèse. — Nous avons 
appliqué les formules générales aux cas les plus ordinaires 
de la pratique. Nous avons déterminé la forme analytique 
des équations qui résolvent le problème de la stabilité des 
voûtes. Il nous reste à montrer par quelle méthode ces 
équations, pour la plupart transcendantes, peuvent être 
résolues et devenir d'une application facile. 
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Ck:cupons-nous spécialement des intrados en plein cintre 
et prenons l'équation de la courbe des pressions : 

* ^r^ I asina cosot cos^a j^ » j^ H sin'aX 

^o-Y--|^ l ^ + ""6^ + 5 + 7 "T"j- 

Divisons le quadrant çn dix parties égales ; la courbe des 
pressions sera suffisamment déterminée quand on connaîtra 
les dix points correspondant à ces divisions. 

Remarquons d'abord que la parenthèse du second mem- 
bre se compose de cinq termes dont quatre sont invariables 

g 

d'une voûte à l'autre, le cinquième seul varie avec — . 

On peut donc construire à l'avance un tableau de calcul 
applicable à toutes les voûtes en plein cintre et donnant 
les valeurs des quatre teimes invariables de la parenthèse 
pour les dix valeurs de « depuis lo** jusqu'à loo*, en em- 
ployant la division décimale du quadrant. 

La somme algébrique des quatre termes invariables étant 
donnée une fois pour toutes , il est facile de calculer la va- 
leur du cinquième terme pour la voûte qu'il s'agit d'établir, 
quand on s'est donné H et r. 

On obtient ainsi la valeur de la parenthèse du second 
membre. 

Le tableau [A] donne le calcul des quatre termes inva- 
riables et le type du calcul de la parenthèse et de Y, — Y. 

4i. Détermination du joint de rupture. — La valeur de 
la parenthèse étant connue, on trouve le joint de rupture 
de la manière suivante : 

On se donne arbitrairement Y,; 

On cherche , à l'aide de l'équation y = r cos « , les di- 
verses valeurs de y ; 

On prend les différences Yo — y ; 

On forme les rapports des valeurs de la parenthèse aux 
valeurs correspondantes de Y„ — y. 
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is cosa , eoB^a , i , ' 
teau en plein cintre.) 



a=; 


,50» : 


= 0^0 |. 


oi=90«=0.90-. 


a= 


=100»=|. 


B 


.6989700 

.1961181 

^8494850 
i 




. . —0.2776 
. . — 0,3535i 


t.»542426 

0.1961181 
r.9946l99 


0.0000000 

0.1061181 
0.0000000 

0.1961181 
0.3010300 


• . . . —0.7853941 




.7445731 
.3010300 


». 1440806 
).3010300 




.4435431 . 


r.8439506 ..... -0.698150 

r. 1943324 
).3010800 


T.8950881 . 




^8494850 
.3010300 


55 

0.3010300 




»5484550 . 


•89W024 -0.0782172 


ôô 












. . — 0.6312S 

1 
1 


—0.7763702 

.5829072 




... —0.7853941 




«5484550 


ôô 
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Le maxipaum de ces rapports détermine le joint de rup- 
ture (N'» lo) correspondant à T hypothèse faite sur Y^. 

Au premier moment il semble que les essais doivent être 
fort longs, mais les renaarques qui terminent le chapitre II 
permettent de les abréger considérablement, et ce qui 
d'abord semblait devoir être un tâtonnement devient un 
calcul à coup sûr, en tenant compte des conditions phy- 
siques de la question. 

Ainsi, l'observation faite sur la position du joint de rup- 
ture, pour lequel on a Y'^ ^ j/5 , dans des conditions qui 
se rapprochent de la pratique, permet de limiter ^le calcul 
de la valeur des rapports aux quatre valeurs de la paren- 
thèse correspondant à « = 5o* , « == 60**, « = 70"* , a = 80''. 

Ainsi encore , pour les valeurs de H peu élevées , ou pour 
les faibles surcharges , l'épaisseur à la clef est, sans incon- 
vénient , déterminée par la formule empirique de Perronet : 

Tio — 2^0 = 0.04547 (ar) +0.325 ; 

ce qui donne pour Y» : 

Pour les valeurs de H très-grandes ou pour les très- 
hautes surcharges, alors qu'il n'est plus possible d'appli- 
quer la formule empirique, l'observation sur la position du 
joint de rupture permet encore de détenniner avec un seul 
essaâ la valeur la plus convenable de Yo. 

On prend arbitrairement Yo un peu supérieur à la valeur 
qui serait donnée par la formule empirique. 

Soient : 
a , 6 , les valeurs de la différence Y. — j^ pour « s? 60*» et 

«=7^05 
A, B, les valeurs de la parenthèse correspondantes , 

A R 

— , T » l^s valeurs généralement différentes des deux rap- 
ports. 
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On se propose de déterminer Y^ de manière que ces va- 
leurs deviennent égales , afin de prendre la plus grande 
valeur de Yo qui laisse le maximum dans Tangle « = 6o*. 

Appelons S, la différence algébrique qu'on doit ajouter 
à la valeur de Y. prise arbitrairement pour obtenir ce ré- 
sultat. On devra avoir: 



d'où 



Tous ces calculs sont effectués sur le tableau [B] relatif 
aux voûtes en plein cintre de 16 mètres d'ouverture. 

En fixant , comme nous venons de le faire , la valeur de 
Y. par des considérations pratiques, nous abandonnons la 
condition du minimum des matériaux de la voûte propre- 
ment dite. Cette question de minimum devient presque 
indifférente pour les voûtes surmontées de tympans en 
maçonnerie , et notre but est surtout de fournir aux con- 
structeiu-s un moyen prompt et facile de déterminer une 
voûte stable et d'en connaître les éléments importants, 
notamment la pression maximum par centimètre carré que 
la pierre supporte. 

La détermination de Yo une fois faite , ne permet plus 
de choisir P' arbitrairement. La valeur de cette pression 
maximum est elle-même déterminée et se trouve, comme 
nous le verrons dans un instant. 1} nous a paru avantageux 
pour la pratique, en construisant les tables *dont nous par-» 
lerons plus bas , d'avoir des valeurs diverses de P' entre 
des limites assez étendues, au lieu d'une valeur fixe, ab- 
solue , qui n'aurait pu s'appliquer qu'à une classe donnée 
de matériaux. 

42. Détermination des constantes qui dépendent du joint 
de rupture, — La position du joint de rupture étant déter- 
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duc en plein cictH 



a=50*' = 2- 



-^ 



^0.4138316 



T- 3979400 
|. 3010300 

h — 

^.6989700 
^.9030900 
p 
.7958800 ,1.1306350 



.5866169 
».709270O 
.3802113 

..67609V1 



0.7168134 



a=W = 0.90 -. 



—0.4423989 



T. 6882098 
1.3010300 



0.9893398 
0.9030900 



0.0861498 1.2194100 



0.7770111 



T.8904273 
3,7003700 
8.3802112 



5.979908S 



a = 100<'= -. 
2 



T.6989700 
1.3010300 



1.0000000 
0.9030900 



0.0969100 



1.9019698 
2.7092700 
3.3802112 



5.9914510 



— 0.4520608 



0.7079392 
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minée et la valeur de Yo étant connue , on a déjà ; Y« , y« , 
^m » y '«. Il reste encore à trouver Y« , X^, P. et F. 

C'est ici que vient prendre place la résolution numé- 
rique des équations de condition établies au chap. IL 

L'équation (F) du second degré fait connaître la diffé- 
rence Ym — ym , et par suite Ym en fonction des quantités 
actuellement connues Yo , ym» a:m , y'm. 

Connaissant Ym» ym» ^m* y m» Téquation (I) du premier 
degré donne Xm. 

L'équation VU donnerait : 

pF(X«) ?J 



P.= 



Yo-Y« 



La recherche de la valeur de la fonction F (X^) serait 
encore un peu longue : il faudrait établir dans chaque cas 
la valeur de œ correspondante à X«. et calculer la colonne 
entière du tableau général. 

En se contentât d'une approximation on peut s'en dis- 
penser d'une manière très-simple en remarquant que l'on a: 

F(x^) > F(x^) + ^^^^""^^ n^m)+ ^^\''''f* r(x^) n 

F(X«,) < F(^«) +?J!iZlf?. F'(ar»,) + (^^!Li:fîl*(F"X«)(*). 

1 1.2 

L'interprétation géométrique de ces inégalités est très- 
simple. 

En prenant pour F (X») 1^ seconde valeur, on est cer- 

(*) Ces inégalités résultent de Téquation suivante, déndontrée 
dans le calcul différentiel et dans laquelle ^ est un nombre compris 
entre o et i : 

F(X«) =F(X«) +5îiZ:£= F'(aP«) + g«-«..)' ir[a;,+9(X«-«,)l . 

1 1.3 

et en outre de ce que F(Ar), T(x) et V"(x) sont des fonctions crois- 
sant avec X. 
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tun d'obtenir pour P« une valeur un peu supérieure et on 
assure ainsi la stabilité de la voûte. 

Le calcul de F' {x^) n*étant pas fait il serait encore un 
peu long, et on peut l'éviter en observant que Ton a à fin'^ 
tiêri : 



Or de Téquation 
on déduit : 



Y.-Y»,= iF(X,.) 



P 

En substituant ces valeurs danâ l'équation VII, on obtient, 
api^ avoir ^ectué les calculs : 

p ^ ' ' ^ 

Y, — Yin + Y'^Xm-or^) " 

On doit remarquer que dans cette équation Y m entre avec 
sa valeur algâ)riquje* Si on lui donne sa valeur numérique , 
le dénominateur devient : 

Y.-Y,^--r«,(X,H~a:«). 

Da&a le seoood membre, pF(Xm)» Xm^ âPmt Y,, Ymsont 
déjà connus. 
On a : 

on calculera sans tUffioulté : 
et par suite F"(X»). 
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Ym est donné par Téquation (V) qui , dans sa fannt la 
plus simple, est du premier degré. 



^-=(-T^y- 



Cette équation fournit, soit la valeur algébrique , soit la 
valeur numérique de Y'm* suivant que Ton introduit dans le 
second membre la valeur algébrique ou numérique de y m* 

Après avoir trouvé F"(Xm) et Y « , on détermine la valeur 
deP„. 

L'équaition IV donne enfin : 



3 Y, -y. 

Et on a ainsi obtenu successivement les valeurs des sept 
inconnues du problème. 

Le tableau [G] renferme le type des calculs à efFec^ 
tuer (*). 

Si la valeur de P', déduite de l'équation IV, ne con- 
venait pas à la nature des matériaux que le constructeur 
doit mettre en œuvre , il faudrait faire une seconde hypo- 
thèse sur Y„ , de manière à se rapprocher davantage de la 
valeur limite F^ qu'on veut obtenir. 

Soient Y„ , P', les valeurs obtenues par ce nouvel essai ; 

(*) Les tables qui termîneat ce travail ont été établies à Taide des 
formules précédentes. En écrivant ces; lignes nous observons qa*on 
peut encore les simplifier. U suffirait de poser : 



y.-Y«+î'm(X«-.ar„/ 



Cette dernière équation est d'ailleurs la seule dont on. puisse fàirf 
usage quand X«i»> r paroequ'alors F' (Xm) devient imaginaire. 
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si P*, est encore trop loin de P'i, on déterminera une troi- 
sième valeur Yo/, généralement satisfaisante, par la propor- 
tion : 

P',— P', "■ P', - P'' 

43. Èlablissement des tables. — La facilité que Ton ac- 
quiert à se servir rapidement des formules quand on les a 
une fois employées nous a donné l'idée de construire, pour 
tous les rayons , depuis 1 mètre jusqu'à 4o mètres, et pour 
toutes les épaisseurs de maçonnerie au-dessus de l'intrados 
de la clef, depuis 1 mètre jusqu'à 12 mètres, une table 
donnant simultanément : les dix ordonnées de la courbe des 
pressions ; l'épaisseur à la clef ou ses deux tiers , Yo — y» ; 
la poussée à la clef Po ; la pression maximum P' et la valeur 

de Po ( T— ) nécessaire à l'établissement du profil des culées. 

Nous avons calculé directement, par la méthode qui 
vient d'être expliquée , toutes ces données pour les valeurs 
suivantes du rayon: 1, 2, 3, 4» 5, 6, 8, 10, i5, 20, 26, 
5o, 35, 4o mètres, e.t, pour chacun des rayons, avec les 
deux épaisseurs de 4 mètres et de 1 2 mètres au-dessus de 
l'intrados de la clef. Il est nécessaire de pousser les tables 
jusqu'au rayon de 4o mètres , afin qu'elles soient appli- 
cables aux grands ponts surbaissés en arc de cercle ou en 
anse de panier, dans lesquels il entre des arcs dont les 
rayons atteignent cette limite. 

Cela fait , nous avons construit deux courbes des valeurs 
de Yo — î/o » correspondant l'une à l'épaisseur de 4 mètres» 
l'autre à l'épaisseur de 12 mètres. Nous avons pris pour 
abscisses les valeurs plus haut indiquées du rayon et adopté 
une échelle des hauteurs vingt fois plus grande que celle 
des longueurs. Ces courbes ont servi à déterminer avec 
une grande approximation les valeurs de Yo — t/o pour 
tous les rayons croissant de mètre en mètre depuis 1 mètre 
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jusqu'à 4o mètres pour les deux surcharges extrêmes 4 mè- 
tres et 12 mètres. 

Nous donnons, PI. 57, fig. 1 , une réduction des dessins 
originaux à une échelle assez petite pour tenir dans le 
format des Annales. 

On observe dans la courbe relative à l'épaisseur de 
4 mètres une solution de continuité entre les rayons i5 mè-^ 
très et 20 mètres. Cela tient à ce que le joint de rupture 
passe dans cet intervalle de a = 70" à a = 60". 

La même solution de continuité se retrouve dans toutes 
les courbes dont nous allons parler. 

Nous avons construit les deux courbes des valeurs de P' 
et déterminé de la même manière les valeurs intermé- 
diaires. 

Les valeurs de Yo — j/o et de P' étant ainsi obtenues , il 
a été facile de calculer les valeurs de Po, ce qui a été fait 
au moyen de l'équation qui lie ces quantités. 

Avec l'épaisseur de 4 mètres, à chaque valeur de « cor- 
respond, pour chacun des rayons, une valeur de l'ordonnée 
de la courbe des pressions ; nous avons également construit 
la courbe de ces ordonnées. Ce qui a déterminé dix courbes 
pour les dix valeurs de a. PI 37 ^ fig. 2. 

Nous avons enfin dessiné les dix courbés correspondant 
à l'épaisseur de 1 2 mètres. 

L'inspection de toutes ces courbes montre que les élé- 
ments entre deux abscisses sont très-sensiblement i*ecti- 
lignes. Elles ont servi à déterminer les ordonnées de la 
courbe des pressions pour tous les rayons croissant de 
mètre en mètre. 

En traçant au-dessus de l'intrados d'un rayon donné les 
épures des deux courbes de pression relatives aux sur- 
chai^es de 4 mètres et de 12 mètres , on reconnaît que 
l'intervalle qui les sépare est très-petit relativement au 
rayon de l'intrados , et que , par suite , on peut sans erreur 
sensible séparer en parties proportionnelles , les différences 
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des deux ordonnées pour avoir les ooorbes oorrespondaiit 
anx épaisseurs intermédiaires. 

En d'antres termes, de ^jdes moyennes arithméliqnes 
déterminât les ordonnées des courbes moyennes. 

On a paiement adopté pour les valeurs de F des 
moyennes entre les valeors extrêmes. 

P. a été déterminé par le calcul m fonction des varia- 
tions de Yo --Vo et de V. 

Enfin , les valeurs de P. i^j nécessaires pour l'établis- 
sement des culées ont été calculées à l'aide des différmces 
secondes par la formule : 

mise , en posant H ^s^ h+r, sous la forme : 

Ainsi se trouvent déterminés pour chaque rayon et pour 
chaque épaisseur les éléments de la voûte. Nous les avons 
réunis dans une table (*). 

Cette table est assez étendue pour suffire à tous les be- 
soins de la pratique. 

Si le rayon de la voûte à construire n'est pas un nombre 
exact de mètres , on peut sans inconvénient sÂopter pour 
cette voûte les éléments de celle dont le rayon en nombre 
entier est immédiatement inférieur au rayon donné si la 
fraction est moindre que o™. 5o , ou les éléments de la voûte 
dont le rayon est immédiatement supérieur dans le cas con- 
traire. 



(*) Tous les calculs numériques ont été faits ayec beaucoup de 
soin pap]H,Ouïeaud, agent temporaire, jeune homme plein d'avenir 
et qui promet d'honorer un jour le corps des conducteurs auquel il 
se destine. 
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On peut encore fair^ une interpolation à l'aide des 
courbes ou à l'aide des tables. 

44* Application des tables aux diverses formes d'intrados. 
— Nous allons montrer maintenant comitient la table con- 
struite pour les intrados en plein mntre peut a'appUqvier 
aux diverses formes d'intrados. 

Intrados en are de cercla. — Les équations relatives à 
rintrado3 eu arc de cercle sont, comme on Ta tu : 

y = rcos a — fc = r (co8 a — cosa J 

-''•(i)='^(-î-'^=¥^+^-'"-) 

\a a o or a/ 

. 

La dernière montre que les résultats obtenus pour l'in- 
trados en plein cintre de rayon r et dans lequel ft + r = H-f fc 
sont immédiatement applicables àl'iutrados en arc de cercle 
en ayant soin d'arrêter les ordonnées pour « = a. angle au 
centre de l'arc considéré. 

Seulement si «„ n'est pas Tune des divisions du quadrant » 
on calculera directement l'ordonnée relative à sa valeur. 

Il faut , dans tous les cas, déterminer directement la va- 

— ) à l'îdde de son équation. 

A moins que pour l'une et l'autre de ces valeurs on ne 
se contente de les déterminer graphiquement. 

46* hUrades en eU^)Sê. ^r Désignons: pàf l^indiœ c les 
éléments de la Yoftte en plein cintre de rayon 6, par rîncBcB • 
les éléments de la voûte elliptique dont leadoiiMxes sont 
a et 6, 

Nous aurons : 

Po€(Yoc-ïc) = p6'F(«,H,6) 
Poe(Yoe~Te) = pa'6F(«,H,6) 
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Poe = ^ P'c(Yoe— ft). 

Les ordonnées y^ de Tellipse étant les mêmes que les 
ordonnées y^ pour des abscisses variant dans le rapport 
de a à ( , donnons-nous la condition que les ordonnées rap- 
portées à la tangente à l'origine des courbes des pressions 
soient les mêmes dans lea deux voûtes , nous aurons : 

Yoe — Yft ^ Yoc — Yc. 

et en divisant membre à membre les deux premières équa- 
tions , nous trouverons : 

Poc_a; 

Foc ■" b^' 

Établissons un rapport i entre les épaisseurs à la clef ; 
Yot — 6 



Yoc -6 



=5t* 



Ce rapport pourra être, par exemple, le rapport des 
épaisseurs à la clef fournies par les tables pour les rayons 
a et 6 et la surcharge H. 

On obtient en divisant entre elles les valeurs de Poe, Pjc 
plus haut écrites: 

Pc ~ < 6^* 

Yo», P«e, P'e et les dix valeurs de Yoe — Ye sont ainsi dé- 
terminées en fonction des éléments du cercle de rayon 6. 
On trouvera sans difficulté : 



H 



( 



dx/nt €1 

dx/ne 
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Les rapports que nous venons d'établir permettent d'é- 
tendre l'application des tables aux intrados en ellipse. 

46. Intrados en an$e de panier. — L'application des for- 
mules du n** 32 aux voûtes en anse de panier ne présente- 
rait aucune difficulté nouvelle, mais elle serait un peu 
longue et par suite peu employée dans la pratique. 

On pourra généralement se contenter de déterminer la 
courbe des pressions et les autres éléments, comme sd la 
courbe d'intrados était une ellipse ayant pour demi-axes la 
demi-ouverture et la montée de l'anse de panier. 

47. Intrados en ogive. — Les résultats des calculs faits 
pour l'intrados en plein cintre aideront beaucoup à faire 
promptement les calculs de l'intrados en ogive. Cela résulte 
du grand nombre de termes qui sont communs dans les 
formules. ^ 

Il n'en faudra pas moins calculer directement les élé- 
ments de l'ogive, tant à cause des conditions particulières 
relatives aux points d'application des pressions qu'en raison 
des termes entrant dans les équations du n** 33 , et renfer- 
mant l'angle a de l'origine. 

Du reste , ces calculs ne présenteront aucune difficulté 
pratique. 

48. Des figures semblables. — L'équation de la courbe 
des pressions peut être mise sous la forme : 

Po(Yo-Y) 



o-Y) _ / H\ 



L'examen de cette équation fait voir que le second 

membre ne change pas quand le rapport r^ reste constant 

pendant que H et R varient. 

En prenant donc des figures semblables quant à leur 
contour extérieur, on aura : 
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H _ « 



p.(Y.-Y) _ p.{,r-r) 

R* " «* • 
On déduit des deux dernières équations : 
P» P. 

Si on veut qu'en passant d'une voûte à l'autre le$ pr^s- 
»ons P' aient un rapport donné i dépendant de la natore 
des matériaux employés dans l'une et l'autre, on détennt* 
nera le rapport des épaisseurs à la clef en se reporUmt Ma 
équations suivantes : 

P. = I ^(Y.-y.) 

P'=tP'; 
d'où 

Y.-y. ^ • R* 

Cette remarque permet de cdculer les éléments d'un 
nombre infini de voûtes avec celles qui sont déjà établies. 



CHAPITRE VI. 

Disposition et usage des tables.— Afplications a plosieoiis ponts 
consncits sdb le chemin » 'm 911 cvniiui. 

49> La table qui termine ee mémoire donne, à la pre- 
mière colonne , l'épaisseur de maçonnerie h au-dessus de 
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rintrados à la clef; pour avoir la valeur de H qui entre dans 
les formules, il faut ajouter à h la valeur du rayon. 

Les dix colonnes suivantes sont les ordonnées , rappor- 
tées à la tangente à l'origine de la courbe des pressions , 
onrespondant aux dix points de division du quadrant. 

La douzième donne Y« — j^o ; les nombres de cette co- 

lonne doivent être multipliés par - pour avoir l'épaisseur à 

la clef*. 
La treizième donne P, , la quatorzième F, et la quinzième 

Pour effectuer les calculs numériques, nous avons pri$ 
p = 2,4oo kilogrammes, poids des maçonneries de notre 
arrondissement , faites partie en granit , partie en calcaire 
jurassique inférieur. On peut adopter cette valeur un peu 
supérieure généralement à la valeur réelle, et qui est sen* 
siblement exacte pour les maçonneries faites avec des ma- 
tériaux en granit. 

Nous allons maintenant indiquer l'usage des tables et 
des formules en les appliquant à quelques-uns des ponts 
construits dans la section du chemin de fer du centre com- 
prise entre Ghâteauroux et la Souterraine, dont nous avons 
fait les projets. 

5o. Première application, — Déterminer la courbe des 
pressions et la forme de l'extrados du viaduc de la Bon* 
zanne dont les données sont les suivantes (*) : 



r 


= 


8« 


h 


= 


4» 


H 


= 


la" 


H. 


= 


26» 


H, 


= 


38» 



(*) Ce viaduc a 38 mètres d'élévation au*dessus du thalweg, il est 
composé de treize arches de 16 mètres d'ouverture. 
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Traçons Tépure de l'intrados ; divisons le quadrant en 
dix parties égales; élevons les ordonnées par les points 
de division fig. i , PL 56. 

Cherchons dans la table le rayon de 8 mètres , et dans 
la première colonne la surcharge de 4 mètres. Prenons 
sur la ligne horizontale à la douzième colonne la valeur 
de Y^ — y^ = o.83 que nous portons à partir de l'intrados 
sur la verticale passant par le milieu de la clef de m^ en M^. 
Traçons la tangente horizontale à l'origine M^T , et à partir 
des points de rencontre de cette ligne avec les ordonnées 
passant par les points de division du quadrant , portons en 
descendant les dix valeurs de l'ordonnée de la courbe des 
pressions fournies par la table , savoir : 

o.ii5; 0.453; 0.996; i".7io; 2">-54o; 3"*.4i6; 4"249; 
4"'94i ; 5">.4o2 ; 5™.564. 

et réunissons leurs extrémités par un trait continu. 

Ayant construit la première partie de la courbe des pres- 
sions entre l'origine et les naissances , nous allons achever 
le tracé de cette courbe dans les culées. 

Calculons d'abord l'ordonnée à l'origine Y^„ par l'équation 
du n* 25 : 

Y^ = H3-H+Y,= H,-H+Y,-(Y.-YJ=!i9".266. 

Prenons dans la table à la dernière colonne : 

Déterminons la valeur de x pour laquelle Y^ = o ; c'est-à- 
dire le point où la courbe des pressions rencontre le sol des 
fondations par l'équation 4 bis du n" 26. 



<ih 



p^'x'-p,(9^) x-p.y,„=o, 
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qui devient, en y substituant les valeurs numériques des 
coefficients (P^ étant pris dans la table), 

45.6ooic*+ 1097620; — 658oo X 29.366= o. 

C'est ici le lieu de faire observer que les tables donnent les 
pressions P^, P* par centimètre carré; dans les calculs il 
faut en faisant entrer les pressions par mètre carré , mul- 
tiplier par 10,000 les nombres de la table. 
Aa résolution de l'équation en x donne x = 5.327. 
Calculons les valeurs de Y pour les valeurs suivantes de 
>r : 0?= 1 , 2 , 3, 4» 5 mètres, nous obtiendrons Y, = 26. 9049 ; 
23.1678; 18.0247; ii-5o56; 3.7005 au moyen de l'équa- 
tion (4) du n* 25 mise sous la forme : 

Ce calcul se fait très-rapidement à l'aide des différences 
secondes qui sont constantes. Entrons à ce sujet dans quel- 
ques détails. 

Soient : 
Ax , l'accroissement constant de x , 
aY, , ' la variation correspondante de l'ordonnée , 
A*Y^, la différence entre les variations de deux ordonnées 
successives. 

On trouvera sans difficulté : 

AX= — ^ 2^^" = - 1.386. 

Y = 29. 266 étant la valeur initiale pour ap = o , on trouve 
encore pour la valeur de la première différence : 

AY, = -^ Ar' + P. A^- Ax = -0.6930- 
^ 1.6681 = — 2.36ii. 
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Dressras un tableau de trois colonnes : la première des- 
tinée aux ordonnées Y,, la seconde aux dififérences aY, 
écrites dans les interlignes de la première colonne, la troi- 
Âème à la différence seconde constante à' Y, == — i.586. 

On forme les nombres à porter dans la seconde colonne 
en ajoutant à la différence première initiale et successive- 
ment la différence seconde. 

On obtient les nombres de la première colonne ou les 
valeurs de Y, en retranchant la première différence de Ja 
valeur initiale de Y,, la seconde du nombre obtenu par la 
première opération, et ainsi de suite, voici le tableau des 
calculs: 



X 


V, 


^^ 


A'Y, 




1 

\ 

4 
5 


39.266 
26.9049 
23.1578 
18.0341 
11.5056 
3.7005 


2.3411 
3.7471 
5.1331 
6.5191 
78051 


1.386 

M 
* 

m 



Portons de o en M, les valeurs successives de a;, élevons 
aux points de division des ordonnées égales aux valeurs 
de Y,, en réunissant leurs extrémités nous traçons la se- 
conde partie de la courbe des pressions. 

Cette courbe étant tracée , déterminons la distance du 
point inférieur M' de l'extrados des culées au point M^ par 
la formule (7) du n* 26. 



-•(S).-" 



^■'•(g), 



VXu 



«'+' P' - p- 

J'y \ 

dans laquelle la valeur numérique de P, / -^ j est déduite 
de l'équation (8) : 
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Oo trouve 8 a=s 5"> 743 , en. supposant P'= 100.000 kil. 

Nous avons construit jusqu'ici la courbe des pressions 
tout entière etlesdeux points extrèmesde Textrados \l. etM'. 

Entre ces deux points on peut tracer une infinité de lignes 
courbes ou brisées, voici comment nous déterminons Tune 
d'elles: 

Divisons l'extrados en deux parties, l'une comprise entre 
la clef et la verticale des naissances , l'autre entre cette ver- 
ticale et le sol des fondations. Elles correspondent aux deux 
portions distinctes de la courbe des pressions. 

Prenons pour extrados de la première , la ligne qui donne 
une courbe de pression identique à celle obtenue avec la 
surcharge. 

L'équation de cette ligne est , comme on l'a vu au n"* 1 3. 

Calculons d'abord : 

3 Y^ — Vo 3 0.83 

K = 1 - - -rj ^^ = 1 - - ri2ï =0.6888 , 

et traçons l'ellipse dont les demi-axes sont : 
8» et 5».5iii. 

Adoptons pour seconde partie de l'extrados, une ligne 
brisée suivant à peu près le mouvement de la courbe des 
pressions et déterminée ainsi ^ 

La hauteur totale comprise entre le sol des fondations 
et l'horizontale passant par le point de la courbe des pres- 
sions aux naissances étant de 29,266 , divisons-la de mètre 
en mètre en établissant à chaque point de division ime 
retraite de o".2i5. 

En ^minuant ainsi l'épaisseur de la culée à mesure 
qu'elle s'élève , on atteint un point de l'horizontale dont 
nous venons de parler, à partir duquel une tangente menée 
i l'ellipse achève de déterminer la ligne extérieure de la 
chappe qui recouvre ordinairement les voûtes en maçonnerie. 
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5i. Deuxième application. — Déterminer la courbe des 
pressions et la forme de l'extrados d'un aqueduc en plein 
cintre de 4 mètres d'ouverture, supportant une charge de 
16 mètres de remblai au-dessus de l'intrados. 

Pour appliquer les tables à ce cas particulier, observons 
que la surcharge étant un remblai de tuf granitique dont 
le poids par mètre cube est de 1 800 kil. , la hauteur de 

08 remblai doit être diminuée dans le rapport de — ; — , 

^^ 2400 ^ 

ce qui donne pour la valeur h de l'épaisseur à considérer 

h= 1 2 , et nous admettrons que la surcharge soit terminée 

par une ligne horizontale passant à cette hauteur. 

Les données de la question sont alors : 

r^ra»; A=ia«; H=i4-; H, = 4-; H,= i8«, 

et le calcul est ramené à celui de l'exemple précédent. 

L'aqueduc ne supporte pas les mêmes charges dans toute 
sa longueur. Les épaisseurs déterminées avec les données 
plus haut établies , conviennent à la partie comprise entre 
les arêtes supérieures du remblai et sont les épaisseurs 
maximum. 

A partir de l'arête supérieure la charge diminue suivant 
le talus et devient nulle sur les têtes. 

Les épaisseurs aux têtes se déterminent par les tables en 
prenant l'épaisseur minimum de 1 mètre. 

En joignant par une ligne droite les épaisseurs maximum 
et minimum rapportées sur la coupe en long de l'aqueduc , 
on obtient le profil des épaisseurs à la clef. 

. 52. Troisième application. — Déterminer la courbe des 
pressions et la forme de l'extrados d'une voûte de pont en 
arc de cercle dont les données sont les suivantes : 

r=:8".5o; h = 1.20; H = 2.20; H. = 4» 2o5; H, = 6".4o5; 
^, = 7-50 



Digitized by 



Google 



PONTS. — STABILITÉ DES VOUTES. 65 

(hauteur comprise entre le centre et les naissances) : 

Si le rayon , la surcharge et l'angle au centre «. formé 
par la moitié de la voûte étaient des nombres compris dans 
la table , il suffirait de prendre les ordonnées déjà calculées 
pour toutes les valeurs de a comprises entre o et 9^. 

Dans le cas actuel nous avons cherché directement les 
ordonnées, l'ordonnée extrême pour « = 3l•l8^ Tépais- 
seur à la clef et les pressions d*après les formules générales. 

Nous avons ensuite construit l'épure de l'intrados et de 
la courbe des pressions jusqu'aux naissances, fig. 2 , PL IL 

Pour le tracé de la courbe des pressions dans les culées 
nous avons déterminé : 

par l'équation A du n"" sS ; 

par son équation du n"* 3o ; 

a: = 3".9i45 pour Y^ = o 

par l'équation 4 bis du n*" a6 ; 
les ordonnées : - 

Y^=: 4.731; 4.558; 3.876; 3.a84; 2.58i ; 1.770; 0.849; 
pour les abscisses : 

â?=:o.5o; 1"; i".5o; a"; a"».5o; 3"; 3".5o, 

par l'équation (4) du n* aS. 

Nous avons , à l'aide de ces valeurs , construit la courbe 
cherchée. 

^ a été calculé par l'équation (5) du n"* a 6. 



_2^\'^)u 



^ = 3 
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dans laquelle on a fait : 

p' =r looooo ^ et Po f-Tf \ = 61 562 S 

valeur déduite de Téquation (8) du n* 26. 
On a trouvé : 

Pour déterminer TeJiLtrados nous avons procédé comme 
dans le premier cas. 

Nous avons d'abord tracé Fellipse formant la première 
partie , ayant pour équation : 

ti^ — i)=aK(yo — y), 

ayant pour demi-axes : 

3 o" 55 
r = 8«.5o; Kr = 5.63ia5; K = i —-——== 0.6625. 

a i",2o 

Nous avons adopté pour la seconde partie une ligne 
brisée suivant à peu près le mouvement de la courbe des 
pressions 9 ainsi qull suit: 

Nous avons divisé de mètre en mètre la hauteur de 
4". 995 , comprise entre le sol des fondations et l'horizon- 
tale passant par le point où la courbe des pressions coupe 
la verticale des naissances. 

En établissant des retraites de oi^.io à chaque mètre de 
hauteur, nous avons atteint un point de cette horizontale 
à partir duquel nous avons mené une tangente à l'ellipse 
qui achève de déterminer la ligne extérieure de la chappe. 

53. Quatrième application. — Déterminer la courbe des 
pressions et la forme de l'extrados d'une voûte de pont en 
ellipse ayant les dimensicois suivantes : 

a = 4"; t = a-; h=%'; H = 4-; H.=5-; H,c=9-. 

Suivant ce qui a été dit au n*» (45) cherchons dans la 
table la valeur de Yo— y» correspondant au rayon a = 4", 
et à la surcharge ft = 2 mètres, Yo — y. = 0.448. 
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Les dix ordonnées Yoe — Y se prennent dans la table au 
rayon de 2 mètres, surcharge 2 mètres. 

a* 

^oe^Tî, Poc = &X 9500 = 58600 k. 


Poe est pris dans la table. 



P'. 

Pc ' 


Y„ - 6 o" 
Y„ — b~ 6' ' 


P't 


=11359'. 18. 



d'où 



Pc est pris également dans la table. 

Traçons l'ellipse d'intrados à l'aide des deux cercles de 
rayons a et b, en prenant les dix points de division da 
quadrant, fig. 3. 

Plaçons la tangente à l'origine de la courbe des presi^ns 
à 0.44s au-dessus de l'intrados, et construisons la courbe 
des pressions jusqu'à l'ordonnée des naissances à l'aide 
des valeurs fournies par la table. 

La détermination de la courbe des pressions dans la culée 
se fait comme dans les applications précédentes. On a soin 
d'observer le rapport. 






a 
6 



On tire la valeur de ^ de Téquation (5) du n* 26* 
La première partie de la courbe d'extrados ayant pour 
équation : 

>io-^ = K(y. — If), 

se trouve être une ellipse ayant pour demi-axes : 

3 0.448 
a a 
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La seconde partie est une ligne brisée , tracée comme on 
Fa vu plus haut dans les premières applications, 

54. Cinquième application. — Déterminer l'épaisseur 
d'une pile sur laquelle viennent buter la voûte en ellipse 
dont les données précèdent, et une voûte en plein cintre 
de 2 mètres de rayon. 

En conservant les notations du n* 27 et prenant pour e la 
valeur fournie par l'équation (1 1) de ce numéro, on trouvera: 

Po == 58.000^ H,= 9». P = aoaooo"'. 

P^ == a3.320».3a A = 174*695.50 « = 4".o54o 

Y = 6^.079 ^ = 5.85o.o8 X = 0.1928 

pf= 9.500 ^ c= 549S0.48 PR= «-4245 

p^ = 11.660^.16 D = 21.600.00 3 = 0.4097 

y^_ 5".927 Y= 6". 129 Hmiiedee = 2-.3548 

Voirrépure,/îflf. 4»P1. 56, 

Po, Pt, , Y^, Po , p*, y^, se déduisent des tables. 

55. Sixième application. — Déterminer l'épaisseur du 
massif qui, dans le viaduc sur' Creuse, sépare les arches 
de 20 mètres d'ouverture des arches de 8 mètres étabUes 
sur les rives pour la circulation. Toutes ces arches sont en 
plein cintre : 

DONNiBS 



r = 10" r as 4* 

A = 3- A = 4- 

H = i3- H = 8- 

H,= 19- H3= 19- 

On trouvera , en appliquant les formules du n"* 27 , et en 
se servant de l'équation (1 1) : 

Po = 71.900* H, = 19 P* = aoo.ooo^ 

F, = i23.5o4^ A = 315776.10 6 « 5".26 

Y^=9".B47 B = 58431 68 X = 0.4980 

po = 30.700* C = 170144.64 PR= 0.7702 

p« = 4664o\64 D = 4560000 S = 1.3668 

y^ ==»»■. 776 Y = 7*664 Timiiedee = 2.8367 
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Les six nombres P„ , Pt, , Y^^ , Po , p^ , y,n se déduisent des 
tables sans difficulté. 

Si l'on se donnait à priori pour e la valeur 3*. 5o, on 
trouverait : 

F = 457 86ok; X=;=o.4o79; PR=o.9577; a = o.3844. 

56. Septième application. — Déterminer la courbe des 
pressions et la forme de l'extrados d'une voûte en ogive 
dont les données sont les suivantes {*) : /Kg. 5 » PL 36. 

r == i9".4o73 
a, =5 II". 4073 
fc =: 3" 
H = i8".7oi 
H,= 36-. 701 
«. = 4o*. 

Reprenons les équations établies au n' 33. 

Po(Yo— Yj^pr* — ^— — h-.. F(aJ — F(a,)(8ina-sina.) 

L 2 a o r a j 

-•(S).-^(-i+?-«) 

^. V —a. sina.cosa. , H . 
F>.)--^ L__i + _„„a. 

. ^, . — a.sina, cosa, cos'ot, H sin'ot, 

Fva.)=: ^— f--^_— . 

a a o r a 

Calculons d'abord : 

Fia.) =; 0.01447; 
Calculons ensuite : . . 

F(«.) = — 0.33388. 

I I I . » ■ ^ 

(*) Cette application a été faite au viaduc en ogive que nous avions 
projeté pour la traversée de la Bouzanne. Ce projet n'a pas été 
soumis au conseil général des ponts et chaussées. 
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Cette âeroièfe c^ération se fait trës-yite» parce que tes 
rois premiers termes se trouvent dans le tableau général. 

Déterminons les valeurs de la parenthèse du second 
membre de la première équation pour « = 5o*; 6o*; 70"; 
8o*; 90*; loo*. 

Cherchons le joint pour lequel le rapport de la paren- 
thèse à ¥• — y est un maximum. Adoptons la valeur 
Y.= 0.999 9 ^^^ trouverons que le maximum correspond 
à a =?» 8o*. 

Prenons pour Ym — ym la valeur donnée par l'équation 
(F")dunM7. 

Servons-nous des autres équations de condition et de la 
formule 

p _ 9nxm) 

établie à la note du n*" 4^ 9 nous trouvons : 
?,= 55.417k; F' = 74. 260 ^ 

Cela fait 9 achevons le calcul des ordonnées de la courbe 
des présidons à l'aide des valeurs de la parenthèse et du 

pr» 
rapport ^; construisons cette courbe par points. 

* o 

Le calcul de la courbe des pressions dans les culées et 
l'établissement de l'extrados se font comme à l'ordinaire. On 
trouve : 

■^j =i48oo3*; x= a- 496 
pour Y^ î= o. 



©. = ' 



567857 , S =r 1.226 pour F = 20*. 

La première partie de l'extrados est encore une ellipse 
dont le centre esta une distance a,= 1 i".4o73 du milieu de 
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Togîve, à une hauteur ïj» — K^o = S^.Gi au-^lessus des nais- 
sances , et qui a pour demi-axes : 

r=s 194073; Kr=i3*.685i. 

Nous terminerons là ces applications qui nous ont paru 
suffire pour éviter toutes les difficultés dans remploi des for- 
mules et des tables. 

Argenton , le 20 décembre 184S. 



TABLE 

Des ordonnées de la courbe des pressions pour tou? Us rayons 
compris entre i et 4o fnétres^ pour toutes les surcharges 
comprises tntre i e/ i« mètres. 



Voir le tableau pages 73 et suivantes. 
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